XXXV. 


SULLE ONDE CILINDRICHE NEI MEZZI ISOTROPI 


« Rend: Lincei» ser, 5, vol. I,, 1892,, pp. 265-277. 


1. In una Nota presentata nel luglio scorso all Accademia #, ho sta- 
bilito per le onde cilindriche nei mezzi isotropi alcune formule, le quali espri- 
mono analiticamente un principio analogo a quello che KIRCHHOFF ha dato 
per precisare e per estendere il principio di HUYGHENS. 

Queste formule sono le seguenti: 
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(*) In questo volume: XXXIV, pp. 559-567 [N.d.R.]. 
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in cui } denota un integrale della equazione 


9 Pyp Py 
(5) = +5 


regolare entro il campo o limitato dal contorno s. 

Per la validità della prima formula abbiamo supposto che si annul- 
lasse per valori di 7 sufficientemente piccoli, mentreché, onde la seconda 
formula fosse valida, abbiamo supposto ù nulla per valori di Z superiori 
ad un certo limite ©. 

Nella Nota citata ho esposto come possono interpretarsi le dette for- 
mule onde vederne chiaramente il significato analitico (vedi $ 5). 

L'integrale generale della equazione (5) sotto la forma data da Pors- 
SON o prima ancora di lui da PARSEVAL, costituisce una formula essenzial- 
mente distinta dalle precedenti. Ciò si riconosce facilmente quando si osserva 
che, mentre per mezzo di una qualunque delle prime tre formule (1) si ottiene 
il valore di ù in un punto interno al campo c espressa mediante i valori di 
d e delle sue derivate al contorno s, la formula di Poisson dà il valore di 
d (4,97) quando sono noti quelli di } e della sua derivata rispetto a 7 per 
ź = 0 in tuttii punti di un cerchio di raggio eguale a ź col centro nel punto 
x,y. La formula di POISSON può scriversi infatti, mediante una semplice 
trasformazione, 


23 Li 
(6) $ (#35) = 77 rff (+2 0089,9 +5 sen 9,0) ET 
23 ? È 
+37 fd0 [hæ +20089,y +5 sen go) — e 
Via — 22 
in cui Y, rappresenta la derivata di Ù rispetto a 4. 

Scopo della presente Nota è di collegare le duè formule (1) e (2) con 
questa di Poisson. Stabilirò infatti una formula generale da cui ie (1), (2) 
e (6) discendono come casi particolari. 

Così avremo un nuovo procedimento per ottenere le dette formule, il 
quale è più semplice di quello esposto nella Nota citata per trovare le (1) 
e (2), ed è pure più breve e più diretto di quello ordinariamente seguito per 
ottenere la formula di PoIsson® 

Con un metodo analogo troverò poi delle formule più generali delle 


(3) e (4). 


2. Consideriamo x,y;,7 come le coordinate di un punto dello spazio 
riferito ad un sistema di assi cartesiani. Sia S un campo scelto in questo 
spazio, e limitato da un contorno ©. Se ù e y sono due integrali della (5) 


è 3 so dre ga e 
Wa ae per le altre notazioni mi riferisco a quanto 
fu detto nella Nota citata. È evidente che le condizioni poste per la validità degli integrali 
considerati sono sufficienti, non necessarie. 


(1) Pel significato dei simboli 
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regolari entro S, avremo 


Do ofp- lg ittas 


di SE ini i de 
gu dt dn da dn dy n, 


dv dl dw dx 20 aA 
aay (flap) dire anziane) ai 
denotando con x la normale a X diretta verso l’interno di S. 

Scegliamo il campo S nella maniera seguente. Si conduca per un punto 
X, , Yı, f, come vertice un cono di rotazione C avente l’asse æ parallelo all'asse 
# e per apertura 90°, Mediante una superficie o si limiti entro il cono uno 
spazio adiacente al vertice, e si tolga dal solido così ottenuto lo spazio rac- 
chiuso entro un cilindro di rotazione c di raggio € avente lo stesso asse del’ 
cono. 

Otterremo in tal modo un solido S la cui sezione con un piano passante 
per a sarà rappresentata dalla fig. 1 o dalla fig. 2. 


des. 


(1: PA ) 


Da yı t) 


7 TELO: sisieizizizizz 


n 


~ 
—_----------------]--.-----------=- 


Fig. 1. = Fig. 2. 


Questi due casi saranno caratterizzati dall'essere la coordinata 7, mag- 
giore o minore della coordinata # di ciascurf punto di S. 

‘Il contorno X di S sarà formato dalle tre superficie €, C', 0°, essendo 
quest'ultime le porzioni residue di C e di o, quando si tolgano quelle parti 
incluse nel cilindro c. 

Chiamiamo y la distanza di un punto x,y, dall'asse a, e % la oa 
trice che passa fra ciascun punto di C. 

Sopra C avremo 


Sg do Si de D SR Da a gi LL II 
dt dn dx da ay on dé dn. r m Æ da dr IA h 
Sy de Ap de Ap A Ad A 4 Ie. 
dd dn dx Ian y dd m dr dn orh dor ch A 
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Sopra c avremo invece 


dx dd da Li agi S əx 
di dn da n w da Td 
ap atlag ari Id ag 
I dn da da dp (eta dora 


Quindi ponendo 


Rebel) 


potremo scrivere la formula (7) nella maniera seguente 


(8) oa =|} 3 — Sr) — Ses DR) 155) api 
Ei 


3. Prendiamo ora a considerare gli integrali della (5) i quali sono fun- 
zioni di ż/r = @. 
Ammesso $ funzione della sola 0, la (5) si ini in 


ASSI, AT $ o 
e integrando avremo 
O } = log (0+ y — T) 
TO E 
(10) S arco sen È 
seĝ < I. 


4. Ciò premesso osserviamo che si potrà prendere nella (8) 
pa eaa HELENE : 
roig aean y (2T) 


avvertendo di prendere il segno superiore o il segno inferiore secondoché 
© siamo nel primo o nel secondo caso, affinché la funzione risulti reale. 
Ma sopra C abbiamo 
+ (4) =z, 
quindi 


onde la (8) si riduce a 


ovvero 


(11) Ji ' E eF he (u= e? (E =. 
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Facciamo tendere indefinitamente verso zero il raggio e del cilindro c. 
Avremo 


(==) - 
lim Jiova [rioni Racer l (5)+ (Ala 


fi 
= F TINCRADLI 
t 


SEI əz I ti È or 
1 LS) + LAETA I I, 
a Lita 72 ôn t7 Vt — 4—7? sr) 


2iog(4 (È 


chiamando ż, la coordinata # del punto d’incontro dell’asse æ colla superficie o. - 
La formula (11) diviene quindi al limite 


dî ðn dx dn ey dn 


fia) di colp ae) all 3) 
n 


I ət I ti, È Cla 

ranffosinina SIX Fai Edane 0) adioa dnlacafa) 
fedi l — zy ap at p dz. IP 

piak x mica CAPT EENEN de. 


Derivando rispetto a 7, si otterrà 


I 0 I o I ti? or 
er n=za (eg vaga A) 
o 


sf) RES 
Ora mon che 
og (+ (75) + E) 
è nullo lungo il contorno di c, quindi 
ff 1eefa (4) fe) 


haa did guenti 


ls quindi DI 
IVA \%d dn cx dn 3y Ən 
o 


e perciò la formula precedente si potrà scrivere 


Se ed I | dz tt dr 
(12) P (£: s Yrs) "i e e 7 a) td 
5 


TI SEEN O PANI SIOE SI) 
deren = dn dx dn 3y ən do. 
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È questa la formula generale a cui volevamo pervenire. Essa esprime 
d (x, Y: £) mediante i valori di Y e delle sue derivate lungo la superficie o., 


5. Mostriamo ora che la formula di PoISsoN è un caso particolare della 
(12), come pure sono casi particolari della formula stessa le (1) e (2). 

Si supponga dapprima che la superficie o sia il piano ay. 

Avremo allora che e si ridurrà ad un 
cerchio di raggio |#,|. Oltre a ciò si avrà 


I 
sopra © t 
3z 3r ai ls, Y: ta) 
Tr + I a = 0; 
per conseguenza la (12) diverrà c c 
j EA Yr) t,) hi 
I I I cy 
ei ne e dle 
2T "pol dhre Vea—r? di 
Y y 


che non è altro che la formula (6). 


6. Si supponga ora di essere nel primo caso 
e che o si riduca ad un cilindro y colle genera- 
trici parallele all’asse ż, limitato da un piano 
normale alle generatrici stesse come lo in- Fig. 3. 
dica la fig. 3 che rappresenta una sezione fatta 
con un piano passante per 4. Inoltre si ammetta che la intersezione di o col 
- cono C appartenga al cilindro y. 
In tali ipotesi avremo sopra y 


‘+ 9 
i 
e sopra © 
d 
{ = cost. = b , > = _ — 


Quindi chiamando s il contorno di ©, la (12) diverrà 


! ENES A CR TA RE TT | 
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dd 


t- fr dr Y 4f I fis 
PNRA AN 


Tai] EEr so 
Y 


I 9 I I I KI 
2 A E ar Aust la dt 
(0) 
at, ga DP 
I I g t—- I I 
2T r dt dn TOTT $ Er nA tte 
s t 


o 


www.rcin.org.pl 


574 XXXV. - Sulle onde cilindriche nei mezzi îsotropi 


TT —__ —— 


Ponendo 7, —#= x, abbiamo 


i, to 


A Frame — 4) = = AA st) TA 


fo 


tmr ti — to 


I dr 9 ł— f ct or è * — edu 
7 ðn dh Viagra ata mn] rec Va, Y, h — u) 
ù tı—to i 
u 
= e ea 
e per conseguenza la (13) potrà scriversi 
1.0 I 
(14) Party to) = aldo 


kl I 
gay lhi o e e E , Mer d 
+ aal = 951) du 


I 
gf ds 


Ery? d pian d 
S È g i] EESE Ar 
ra AGENZIE i) = Pa BASA ALE, “= 


7. Supponiamo che o si riduca ad un cilindro y limitato da un piano © 
e che la intersezione di o con C appartenga 4 y, ma ammettiamo di essere 
nel secondo caso come lo indica la fig. 4; allora, ripetendo un calcolo‘ per- 


fettamente analogo a quello fatto nel paragrafo precedente, si giunge alla . 
formula 


(15) Pli irta — x a| raa FNE. sio) dw 


p Rini i Va (Ey rto) do 


to fi 


br ar LI ft +u) 


tafta 


du 
st, 
Le formule (14) e (15) che abbiamo ora ottenute comprendono eviden- 
temente le (1) e (2). 
Supponiamo dapprima che per valori di # inferiori ad un certo limite, 


Ù(x,y,#) si annulli; allora basterà prendere nella (14) £ = — co perché 
essa si riduca alla (1). 


Se ammettiamo poi che Y(x,y;%) sia eguale a o per valori di # suffi- 
cientemente grandi la (15) dà’luogo alla (2) prendendo 4, = >o. 


8. Passiamo ora a dare delle formule più generali delle (3) e (4) proce- 
dendo con un metodo analogo a quello seguìto nei precedenti paragrafi. 
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A tal fine mediante una superficie c limitiamo uno spazio esterno al 
cono C adiacente al vertice e togliamo da esso la porzione inclusa nel cilin- 
dro c di rotazione di raggio e avente per asse a. Chiamiamo S il solido 
così ottenuto. 

Il piano « avente per equazione ź = 7, divide ciascuna delle figure S, o, 
c, C in due parti che distingueremo ponendo alla lettera corrispondente uno 
o due apici. Faremo la convenzione che i punti corrispondenti alle parti 


S 


(a. yb) 


=.. .sncocnnnnsus 
P ncf__—-- 


Fig. 4. i Fig. 5. 


contrassegnate con un apice abbiano una coordinata ? superiore a ż,; quelli 


corrispondenti alle parti contrassegnate con due apici abbiano una èoordi- 
nata ź inferiore a 7, ©. 


Ciò premesso la formula (7) applicata agli spazî S e S” dà 


e ai AR 1 e 


— — o Á i ir a —_ 


(i) c=fb(2 de (i I Ida” 


chiamando C;,C;,a, le parti residue di C’, C”, x togliendo quelle incluse 
entro è. ; 


(2) Vedi la fig. 5 che rappresenta una sezione di S eseguita. con un piano passante 
per a >- ; 


Www.rcin.org.pl 


576 XXXV. — Sulle onde cilindriche nei mezzi isotropi 


Prendiamo ora nella (16) 


PELA = 
y = arco sen ——= — — 
> 


{Vedi $ 3, form. (10)). Avremo sopra C' 
L=0 , y =O 


Quindi chiamando Q’ il primo integrale che comparisce nella (16) potremo 
‘scrivere questa equazione 


t- i; 


5 ğ I 
a Q +/ È Ver — (1-1)? E 


a (arco sen denti — z) | de 


+o +1 $). 


Facendo impiccolire indefinitamente e, il secondo termine della espres- 
sione precedente tende verso zero, perciò al limite avremo 


(16) o=0 tiis +1) da. 


Analogamente poniamo nella (17) 
t—- fi T 
-X = arco La dies nasali i 
si otterrà analogamente 
, r I T dyp j 
a 


chiamando Q” il primo integrale che comparisce nella (17). Sommando 
membro a membro le equazioni (16°) e (+7) si otterrà 


(18). Y t [da =o0, 


nella quale potremo scrivere 


(19) o+9=| 


I (+ SV 


VAGA 7 


= arco sen 


ee e a a E E 


a a ap ar 8 ca 
r 


Osserviamo ora che la (18) vale comunque si prenda 7. Derivandola 
rispetto a 7, otterremo La 


(20) | @ +Q)+ Ta Y da =o. 
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Ma, come risulta facilmente, 
2 f 3 7 f ap ddl 2 
— [da=[|- — — + [da 
chi J of 3 dt n San 0) Í 32? 
Q a 


denotando con / la intersezione di o con a. 
Tenendo presente la (19) avremo poi 


on: Re p 3 dd dx dp 3y dl 
Rete H E a D H) AN 


+ "ratori lt 
o 
Perciò la (20) si scriverà 
85) | AR e E Ly do 


r ap I ddr A y 
+ TREF an e n Y in) 


Bi dx IPG: cy di 32 | 
it a (A lio 
Si n dy dn sen ( tn) CA | 
(3 
Abbiamo 
I — cosna _ 0 A ESE __ say _ dy 
CO a en) I S 


essendo v la normale ad / situata nel piano «, diretta verso l’interno di « 
Tenendo conto della relazione 


l’ultimo termine della (21) si scriverà 


dla di 


che per il lemma di GREEN sappiamo essere eguale a zero. Otteniamo dunque 
la formula 


des 4 I | di t—-t, ðr 
(23) NRE = J sata 


ad dal yadi Fay a 
+ Di epe REATI 


37 


www.rcin.org.pl 


578 XXXV. - Sulle onde cilindriche nei mezzi isotropi 


9. Poniamo 


figa — MF =/0). 


Si verifica facilmente che 


t_- 


Xi = fig (25 7? — u? J- LE ie ei 


© 


soddisfa l’equazione (5). Quindi potremo prendere nella (16) 
x=%x—/(1)=-Tlogr. 


Poiché y risulta nullo sopra C’, così nella (16) sparirà il secondo inte- 
grale. Facendo impiccolire indefinitamente e, il terzo integrale tenderà verso 
zero; quindi chiamando II’ il primo integrale, avremo 


(16”) M+ dii +0) +3 Z log7) N lda= o0. 
Analogamente viale nella (17) 
x=% +/(1)+ Zlogr 
e chiamando II” il primo integrale otterremo 
n= f| 4 — (fn) + Z log r) Se] da =0, 
onde sommando pani equazione membro a membro colle (16) risulterà 


(24) mth 2 (F0) + Ž1og7) Y da =o. 


Ma questa eguaglianza vale qualunque sia 7#,j perciò derivando rapporto 
Tl, 8) avra 


(25) 7 (+ I”) +23 aJ + Š log7) Î da = o. 
Abbiamo ora 


, Bia (esi I ci t—-t, or o t-t 
m+ Il = fi fiee r Pra era 7 z) iii don | 


Api 2) + log7 arco sen — ARTE 
pp i alogr yy -fy log aa 
EERTE E RT O 


-/JMO +Elog)(PI_ LE I e 
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579 
quindi derivando otterremo 
aaa arance 
all. 
i Cad sa ilo cara 


Inoltre si ha 


#S(fM + Z 1ogr) de SAU far A mT] e ae a| 


Ta ro = <A + fer da al. 


Avuto riguardo alle relazioni (22) ed al lemma di GREEN, la (25) potrà 
quindi scriversi 


TE ARE OTEA TURT E + 
Go aper rat a) 


tr dn rr Earati Tan: e 740 


+ fiog (rea OE pd 


Ay Nia. ia Ta) A+ fioe (Ga Mita SA) dal = 0. 
i 


Ma pel teorema di GREEN, il termine scritto nell’ultima linea è eguale 
a 27° (x, , Y:, £); per conseguenza otteniamo finalmente la formula 


f 2 — (f — tx)? ` ot t-t, 9 
(27) aA E yie =a for (= È at 7 mV do 


+7 n Ta! 


J PEE E) FA (3 Ha F) Sa bai va A Z). 


o 
Supponendo che la superficie o si riduca ad una superficie cilindrica 


avente le generatrici parallele all'asse z le due formule (27) e (23) si riducono 
immediatamente alle (3) e (4). 
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